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RESUMO

Este trabalho tem como objetivo principal fornecer um material de apoio e também de
aprofundamento na disciplina de Geometria Plana, mais especificamente no estudo de
resolucdes de problemas envolvendo areas, e desta forma contribuir com professores e alunos
do Ensino Basico que participam ou pretendem participar de competi¢des olimpicas como a
Olimpiada Brasileira de Matematica das Escolas Publicas e Privadas — OBMEP, OBMEP na
Escola e outros. Servindo também como um material auxiliar para os discente do Mestrado
Profissional em Matematica — PROFMAT na disciplina MA 13. O presente trabalho abordara
propriedades e teoremas ndo muito usuais no curriculo da disciplina de matematica no Ensino
Basico, mais de grande importancia e relevancia no estudo da Geometria Plana e no contexto
das Olimpiadas atuais, explanando os Teoremas de Stewart, Ceva e Menelaus, que se referem
a segmentos notaveis em um tridngulo e que sdo fundamentais para a solucdo de muitos
problemas nesta area. Assim, ficou evidenciado nesta dissertacdo através de varios exemplos a
simplicidade na solu¢do dos mesmos, mostrando que a Matematica, a Geometria vai muito além
de formulas fechadas do calculo pelo célculo, mas sim de toda uma estrutura de pensamento e
manuseio de algumas propriedades bastantes simples desta importante area das exatas que é a

Geometria Plana.

Palavras-chave: Propriedades, Stewart, Menelaus, Ceva.



ABSTRACT

The main objective of this work is to provide support material and also to deepen the discipline
of Plane Geometry, more specifically in the study of problem solving involving areas, and in
this way to contribute to Basic Education teachers and students who participate or intend to
participate in competitions Olympics such as the Brazilian Mathematics Olympiad for Public
and Private Schools — OBMEP, OBMEP na Escola and others. Also serving as auxiliary
material for students of the Professional Master's Degree in Mathematics — PROFMAT in the
subject MA 13. The present work will address properties and theorems not very usual in the
curriculum of the subject of Mathematics in Basic Education, more of great importance and
relevance in the study of Plane Geometry and in the context of the current Olympics, explaining
the Stewart, Ceva and Menelaus Theorems, which refer to remarkable segments in a triangle
and which are fundamental to the solution of many problems in this area. Thus, in this
dissertation, the simplicity in their solution was evidenced through several examples, showing
that Mathematics, Geometry goes far beyond closed formulas of calculus through calculus, but
rather a whole structure of thought and handling of some very simple properties of this

important area of exacts which is Plane Geometry.

Keywords: Properties, Stewart, Menelaus, Ceva.
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INTRODUCAO

A geometria plana é um ramo da matematica de grande importancia para a construcéo
e desenvolvimento do conhecimento, por suas inimeras aplicacfes no ambito da sociedade que
vem desde os primoérdios até a civilizagdo atual (SANTOS, 2018). Ganhando propor¢des ainda
maiores com surgimento das competicoes e dos programas de aperfeicoamento e qualificagdo
tanto dos alunos quantos dos profissionais da educacgéo, voltados ao ensino e aprendizagem do
saber matematico, competicdes estas como: A Olimpiada Brasileira de Matematica das Escolas
Publicas e Privadas — OBMEP, Olimpiada Brasileira de Mateméatica — OBM, Olimpiada
Internacional de Matemética — IMO e por fim, mas ndo menos importantes, tém-se as
olimpiadas regionais, com destaque por exemplo para a Olimpiada Cearense de Matematica —
COM, que vem revelando muitos talentos nos ultimos anos. E segundo Aires e Pereira (2019),

percebe-se que tais argumentos séo pertinentes, quando afirma que:

A Sociedade Brasileira de Matemética (SBM) organiza desde 1979 a Olimpiada
Brasileira de Matematica (OBM) e mais recentemente, em 2005, a Olimpiada
Brasileira de Matematica das Escolas Publicas (OBMEP), programa que em sua
Gltima edicdo (2016) teve uma participacao de quase de 18 milhdes de alunos inscritos
nos quatro cantos do pais e neste ano (2017) esse nimero chegou a marca de
exatamente 18.240.497 alunos inscritos, com a participacdo de 99,57% dos
municipios brasileiros, esse aumento se deu pelo fato de que tivemos a participacdo
de alunos das escolas particulares (AIRES; PEREIRA, 2019, p. 10).

No ano de 2020 teve exatamente 17.731.504 alunos inscritos para a 1? fase da OBMEP.
Nota-se que houve uma certa reducdo, mais ainda € um nimero significativo que representa
99,84% dos municipios brasileiros com participacdo na OBMEP (OBMEP, 2020).

Ja no quesito programas destinados aos alunos, destaca-se o Programa de Iniciacao
Cientifica Jr — PIC, Polo Olimpico de Treinamento Intensivo — POTI, Programa OBMEP na
Escola e outros.

Por outro lado, os programas voltados aos educadores matematicos que vém servir como
instrumento de estimulo a busca de novos conhecimentos, ressaltam-se o Programa de
Aperfeicoamento de Professores de Matematica do Ensino Médio — PAPMEM, o Mestrado
Profissional em Matematica — PROFMAT, dentre inmeros outros programas voltados para o

aperfeicoamento e qualificacdo de tais profissionais.
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Observando e vivenciando esse cenario como professor de matematica do ensino bésico
e como discente do programa PROFMAT, mestrado profissional, percebe-se que ainda tem
muito a se fazer pelo ensino da matematica, pois existem propriedades basicas e teoremas da
Geometria Plana que ficam de certa forma esquecidos por uma boa parte dos professores, ou
até mesmo os desconhecem, mas que sdo fundamentais para a solucdo de varios exercicios da
disciplina e de competicGes, ndo o bastante, em alguns casos estes sao as Unicas ferramentas
para resolver um dado problema nesta area da matematica.

Sendo assim, este trabalho tem como objetivo geral; apresentar certas propriedades
basicas e alguns teoremas, servir como um importante material de apoio e de aprofundamento
a professores e alunos na disciplina de Geometria Plana dentro do curriculo da educacéo béasica,
dos projetos e programas como, OBMEP, OBMEP na Escola que busca preparar alunos para
tal competicdo e a quem mais interessar.

Alem disso, V€ essa preocupacdo também por parte de Aires e Pereira (2019, p. 10)
quando os mesmos afirmam “Nesse contexto é natural que surja a necessidade de elaboracéo
de materiais escritos em portugués que sirvam de apoio para a preparacdo dos alunos para estas
competigdes”.

Entdo, dentro deste panorama do que esta sendo apresentado e da preocupacgéo que se
tem em produzir materiais atendendo as exigéncias atuas da matematica olimpica, da
matematica instigante, estimuladora e desafiadora que levem o aluno a usar sua criatividade e
que também sirva como um instrumento de inclusdo social por meio da difusdo do
conhecimento é que este trabalho surge.

Assim, essa dissertacdo composta por 05 capitulos que se estruturam da seguinte forma:

No capitulo 1, serd abordado um pouco de teoria da Geometria Plana, tais como,
conceitos inicias, congruéncia, semelhanca que fundamentara o entendimento do que se propde
este trabalho.

No capitulo 2, apresente-se as propriedades que sdo em nimero um total de 05, com
suas respectivas provas e aplicacdes.

O capitulo 3, explanara o teorema de tales e consequentemente trés demonstracdes,
utilizando as propriedades do capitulo 2.

Ja o capitulo 4, abordara os teoremas de Stewart, Ceva e Menelaus, que assim como as
propriedades sdo os principais objetos de estudo neste trabalho.

E por fim, o capitulo 5, que trara as consideracdes finais de toda essa pesquisa.
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1. FUNDAMENTACAO TEORICA

Este capitulo abordard algumas nogfes elementares a respeito de congruéncia e de
semelhanga de triangulos, em particular os casos de congruéncias e os critérios de semelhanga,

pois tais no¢des serdo fundamentais para a compreensao do que sera apresentado a seguir.

1.1. Conceito, Congruéncia de Triangulos
Diz-se, que dois tridngulos sdo congruentes se é possivel sobrepd-los através de

movimentos rigidos no espaco, sem deforma-los. Entdo, quando dois triangulos AABC e
AA'B'C' sdo congruentes, é possivel estabelecer uma correspondéncia entre 0s seus Vvértices, tal

que:
v Os angulos internos em vértices correspondentes tenham medidas iguais;
v" Os lados opostos a vértices correspondentes tenham comprimentos iguais.

Para tais triangulos, tém-se:
Figura 1: Dois Tridngulos Congruentes.

A C’
B.r‘
[ ||
B 11 C
Ar
Fonte: Proprio Autor.
AABCEAA’B’C’@{_ A=4, B=B, (=C
AB = A'B/, AC =A'C, C =B'C’

Logo, quando dois triangulos satisfazem as 6 (seis) relacdes de correspondéncia acima,

diz-se que tais tridngulos sdo congruentes, isto é, o triangulo ABC € congruente ao
triangulo A'B'C’', fato este que pode ser representado por AABC = AA'B'C’,
(simbolo de congruéncia — (=)).
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A seguir, enuncia-se (sem demonstracdo) alguns conjuntos de critérios minimos que
permitem estabelecer a congruéncia de dois tridngulos dados. Tais critérios sdo conhecidos

como casos de congruéncia de triangulos.

1.2. Casos de Congruéncia
1.2.1. Caso: LAL (lado, angulo, lado)

Se dois lados de um triangulo e o angulo formado por esses dois lados forem
respectivamente iguais a dois lados de outro tridngulo e o angulo formado por esses dois lados,

entdo os dois triangulos sdo congruentes.
Figura 2: Caso de Congruéncia (LAL).
A C’

B!

B C
Af
Fonte: Proprio Autor.
Em simbolos, o caso de congruéncia acima garante que, dados dois triangulos ABC e

A'B'C’', tem-se:

AB =AF |,
AC = A'C’ = AABC = AA'B'C'.
A=A

Com a correspondéncia dos vértices A < A’, B o B',C & C', 0 que fornece as

igualdades adicionais 4 = A’, B =B',C = C'.
1.2.2. Caso: ALA (angulo, lado, angulo)

Se dois angulos de um triangulo e o lado compreendido entre esses dois angulos forem
respectivamente iguais a dois angulos de outro triangulo e o lado compreendido entre esses dois

angulos, entdo os dois triangulos sdo congruentes.
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Figura 3: Caso de Congruéncia (ALA)

A c’
f\ |
B C
A!‘

Fonte: Préprio Autor.

Em simbolos, dados dois tridngulos ABC e A'B'C’, tem-se:

A= ‘El:’ ALA
B=pB = AABC =AA'B'C'.
AB = A'B’

Com a correspondéncia dos vértices A & A', B & B’, C < C'. Em particular, também

devemoster ¢ = C',AC = A'C’, e BC

|

I
oy

"'C'.
1.2.3. Caso: LLL (lado, lado, lado)

Se os trés lados de um triangulo sdo, em alguma ordem, respectivamente congruentes

aos trés lados de outro triangulo, entdo os dois triangulos sdo congruentes.

Figura 4: Caso de Congruéncia (LLL).

A lod
//\'\ B’
L1
B 11 C
A!

Fonte: Préprio Autor.
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Em simbolos, dados dois triangulos ABC e A'B'C’, tem-se:

AB = A'B’ LLL
AC = A'C' = AABC = AA'B'C’
BC =B'(C’

Com a correspondéncia de vértices A & A’, B & B’, C « C'. Em particular, também

—~

temos: A=A B=Bel =C.
1.3.  Conceito de Semelhanca

Genericamente, diz que duas figuras planas F e F' sdo semelhantes com razéo de
semelhanga K, quando existir uma correspondéncia biunivoca T entre os pontos de F e 0S
pontos de F’, chamada transformacdo de semelhanca, que preserva a forma das figuras.
Equivalentemente, se X, Y sdo pontos quaisquer de F e se X' = T(X) e Y’ = T(Y) sdo seus
correspondentes em F’ = T(F) (denomina-se pontos homélogos'). Entéo,

X'Y' = K(XY).

Figura 5: Semelhanca de Figuras.

Fonte: Portal da Matemética, Semelhanga entre triangulos.

Assim, a no¢do de semelhanca corresponde a ideia natural de mudanca de escala, isto é,
ampliacdo (quando a razdo K satisfaz K > 1) ou reducdo (quando a razdo K satisfaz 0 < K <
1) de uma figura, alterando o seu tamanho sem modificar a proporcionalidade entre as suas
dimensdes lineares, e mantem as mesmas medidas angulares, isto €, conservam a sua forma,

estas sdo chamadas de figuras semelhantes, € o caso abaixo.

" Homologos: Que mantem com outro elemento similar uma relagdo de correspondéncia que pode ser de
localizacéo, de forma, de fungdo etc.
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Figura 6: Semelhancas de figuras Poligonais

B

Fonte: Proprio Autor.

Sabendo da semelhanca existente entre as duas figuras acima, podemos infere-se as

seguintes relacOes de equivaléncia:

_Bc_T _DE_TA_,
AB BC D DE EA

A=A B=B,=C,D=DFE =E

AB

Sendo assim, AB e A’B'sio chamados de lados correspondentes, assim como

BCeB'C';CDeC'D'; DEeD'E"; EAe E'A'.

Ja, Aed' sio chamados angulos correspondentes, assim como

—~

BeB':

—_— —

eD'; EeE".

(N
o)

eC';

Comi isso, se estabelece dois conceitos importantes relativo a figuras geométricas planas

e semelhantes:

e Suas medidas lineares correspondentes sdo proporcionais.

e Suas medidas angulares correspondentes sdo congruentes.

Tais conceitos sdo condigdes necessarias e suficientes para existir o que se chama de

semelhanca de figuras planas poligonais.

Vejamos a seguir esse conceito no que tange as figuras triangulares.
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1.4.  Conceito de Semelhanca de Triangulos.

Nesta secdo serd apresentado o conceito de semelhanca de figuras triangulares. Além
disso, apresenta-se 0s conjuntos minimos de condi¢des sobre dois tridngulos, de tal forma que
garantem a semelhanga dos mesmos. Esse conjunto de condi¢des sdo 0s analogos e, por essa

razdo, sdo denominados casos (ou critérios) de semelhangas de triangulos.

Definicao 01. Dois tridngulos sdo semelhantes quando existe uma correspondéncia biunivoca
entre os veértices de um de outro triangulo, de modo que os angulos em vértices correspondentes
sejam iguais e a razéo entre os comprimentos de lados correspondentes seja sempre a mesma,

figura abaixo:

Figura 7: Dois Tridngulos Semelhantes.

kc’ kb’

B ka' C
Fonte: Préprio Autor.

Fisicamente, dois tridngulos sdo semelhantes se for possivel dilatar e / ou girar e / ou
refletir e / ou transladar um deles, obtendo o outro ao final de tais operacGes.
Na figura 7 acima os dois triangulos sdo semelhantes, tal fato pode ser representado

simbolicamente por AABC ~ AA'B'C’ (Triangulo ABC semelhante ao trigngulo A’B’C’),

A~ —~

com a correspondéncia de vértices, A & A, B & B',C & C'. Assim, A=A, B=B",C= C
e existe k > 0 tal que

AB  BC AC kc’_ka’_kb'_k(c’+a’+b’)_k

AB BC AC ¢ d b c+a+b

Onde k > 0, é denominado de razdo de semelhanca entre os triangulos AABC e
AA'B'C’. E importante ressaltar também o caso em que k = 1, quando isso ocorre, tem-se a

congruéncia entre tridngulos que é um caso particular de semelhancas entre figuras triangulares.
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Da definicéo de semelhanga de tridngulos, infere-se as seguintes propriedades:

Propriedade. Reflexiva, é quando todo triangulo é semelhante a si proprio, isto é,
AABC ~ AABC.
Propriedade. Simétrica, ocorre quando tem-se a seguinte situacao,
AABC ~ AMNP < MNP~ABC.
Propriedade. Transitiva, € a propriedade que estabelece a seguinte relacéo:
AABC ~ AMNP e AMNP~APRS = AABC~APRS.

1.5. Teorema Fundamental

Teorema: Se uma reta € paralela a um dos lados de um triangulo e intercepta os outros dois em
pontos distintos, entdo o triangulo que ela determina é semelhante ao primeiro.

Representacdo geométrica abaixo:
Figura 8: Teorema Fundamental, Esquema 01.

A

D E
B C

Fonte: Proprio Autor.

v O seguinte teorema, tem como hipoétese: DE || BC
v’ Precisa ser provado (tese): AADE ~ AABC

Prova: Para provar a semelhanca entre AADE e AABC, precisa-se provar que eles tém angulos

ordenadamente congruentes e lados homologos proporcionais:

19) Angulos congruentes: Note que por hipétese DE || BC = (D = B e E = €) (angulos

correspondentes) entdo, tem-se:

D=B,E =CeA (comum) (1.1)

29) Lados proporcionais: Pelo teorema de Tales que sera apresentado posteriormente, tem-se:



1.6.

23

@l &
=l 3
S

Por E constréi-se EF paralela a 4B, com F em BC. Representacdo abaixo:

Figura 9: Teorema Fundamental, Esquema 02.

A

0«

B /F
Fonte: Préprio Autor.

Paralelogramo BDEF = DE = BF

AABC AE BF AE _ DE
= ———r—
Teorema de Tales —= = = AC BC
AC BC

Logo, tem-se

AD AE DE

A8 AC _BF (1.2).
Portanto, de (1.1) e (1.2) conclui-se que:

AADE ~ AABC |

Casos ou Critérios de Semelhanca de Triangulos

Nesta secdo, faz-se uma breve explanacdo dos critérios de semelhanca de triangulos,

pois serdo ferramentas importantes para a compreensdo de alguns temas abordados

posteriormente.

1.6.1. Critério (AA)

Teorema: (Critério AA de Semelhanga). Se existe uma correspondéncia entre os vértices de

dois triangulos tal que dois pares de angulos correspondentes sejam congruentes, entdo a

correspondéncia € uma semelhanca.
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v Hip6tese: AABC, AA'B'C'com A = A eB = B

v Tese: AABC ~ AA'B'C’

Prova: Supondo que os tridngulos ndo sdo congruentes e que AB > A’B’ e seja D um ponto

de AB talque AD = A'B’ eotriangulo ADE com D = B'eE no lado AC. Figura abaixo:
Figura 10: Critério de Semelhanga (AA).

A A’

B’ c’

B (&

Fonte: Proprio Autor.

Com isso, obtém-se as seguintes relacdes:

A = A’ (por hipotese)
—_ 12 12 ~ ALA Jr— ! ! ! (1.3).
= A'B’ (por construcdo) — AADE = AA'B'C

= B’ (por construcio)

A

D
D

Mas, B = B’ (por hipotese) e B’ = D logo,

B = D= DE|BC = AABC ~ AADE (1.4)
Portanto, de (1.3) e (1.4) conclui-se que:
AABC ~ AA'B'C’ [

A prova dos outros dois critérios apresentados a seguir, isto €, dos outros dois teoremas
sdo analogo ao caso anterior, teorema (AA). No segundo critério, basta usar o caso de
congruéncia (LAL) e no terceiro o caso (LLL). Sendo assim, os teoremas ndo serdo provados

apenas enunciado e construido os seus respectivos esquemas.

1.6.2. Critério (LAL)
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Teorema: (Critério LAL de Semelhanca). Se existir uma correspondéncia entre 0s vértices
de dois triangulos tal que dois pares de lados correspondentes séo proporcionais e os angulos

que eles determinam s@o congruentes, entdo os triangulos sdo semelhantes.

v Hipétese: AABC, AA'B'C' com AB/A'B' =CA/C'A" e A = A
v' Tese: AABC ~ AA'B’'C’

Representacdo geométrica:

Figura 11: Critério de Semelhanga (LAL).

A

AI

B’ c’

@ @

B C
Fonte: Proprio Autor.

1.6.3. Critério (LLL)

Teorema: (Critério LLL de Semelhanca). Se existe uma correspondéncia entre os vértices de
dois triangulos tal que os pares de lados correspondentes sao proporcionais, entdo os triangulos
séo semelhantes.

v’ Hipdtese: AABC, AA'B'C’' com AB/A'B'= BC/B'C' =CA/C'A' =K

v' Tese: AABC ~ AA'B'C’

Representacdo geométrica:
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Figura 12: Critério de Semelhanga (LLL).

C

A.’

Fonte: Préprio Autor.

Deste ltimo caso, encerra-se a breve explanacdo a respeito da semelhanca de
triangulos. O capitulo a seguir abordara certas propriedades que norteara um boa parte desse
trabalho.



27

2. PROPRIEDADES ABORDADAS E SUAS APLICACOES

Neste capitulo, da-se énfase as propriedades que junto com 0s teoremas Serdo 0S
principais objeto de estudo neste importante trabalho. A maior atencéo seré dada aos tridngulos,
pois sabe-se que todos os poligonos podem ser subdivididos ou partilhadas em figuras
triangulares. Com isso, as propriedades de areas inerentes dos triangulos apresentadas a seguir

servirdo para solucionar varios problemas que envolvam areas de figuras planas.

2.1. Propriedade - 01

“Dado um triangulo ABC, qualquer outro triangulo tendo lado BC e o terceiro vértice

pertencente a reta (s), paralela BC e passando por A, tera area igual a area de ABC”.

Figura 13: Relagdo de Area 01.

17
T
1

— — — — ! —
— — 14‘ — A — &

h — altura

|
i h' — altura
i 1% BC =a
| [ABC| = S,
ri ~ [A'BCI=5,
H' D s||BC=5 =25,

P

Fonte: Proprio Autor.

Em outras palavras, a area de um tridngulo ndo se altera quando a sua base permanece
fixa e o terceiro vértice percorre uma reta paralela a base. E antes de se provar tal propriedade,
vale ressaltar que [ABCli= S, e [A'BC] = S,.

Prova: Note que as alturas dos dois tridngulos sdo iguais, isto €, h = h’ pois, CD é um
prolongamento de BC paralelo a (s). Sendo assim, altura do AABC = h e altura AA'BC = h'.
Note também, que a base BC = a (comum aos dois triangulos). Portanto, ambos tém a mesma

altura e a mesma base. Dai, tem-se que:

Si= = (2.1).

i [TABC]: Essa simbologia representa a area do triangulo ABC. No decorrer deste trabalho usaremos muitas das
vezes colchetes inserido por letras mailsculas para representar a area de uma figura plana ou simplesmente S.
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Mas, tem-se também

Sz =~ (2.2)

Sl= SZ |

Definicdo 02: Duas figuras planas que possuem a mesma &rea sdo chamadas figuras
equivalentes. Em outras palavras, dois poligonos sdo equivalentes quando suas regifes

poligonais correspondentes possuirem a mesma area.

2.1.1. Aplicacéo da Propriedade - 01

Exemplo 01 (OBMEP). No trapézio ABCD da figura, os lados AB e CD sé&o paralelos e o
comprimento de CD é o dobro do comprimento de AB. O ponto P estd sobre o lado CD e

determina um tridngulo APB com area igual a 17. Qual é a area do trapézio ABCD?

Figura 14: Aplicacdo 01 da Propriedade 01.

B A

@

17

Fonte: Proprio Autor.

Soluc&o: Note, que pelo enunciado os lados AB e CD séo paralelos e além disso CD = 24B.

Sendo assim, pela propriedade vista é permitido fazer P percorrer CD até o seu ponto medio,

obtendo assim trés triangulos de mesma base, isto ¢, AB = CP = DP = a (figura abaixo).
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Figura 15: Passo 01 da Aplicacdo 01, Propriedade 01.

a a

Fonte: Préprio Autor.

Como a altura h é a mesma para os trés tridngulos, entdo ambos tém a mesma area, pois
possuem a mesma base e a mesma altura e como a [AAPB] = 17, entdo [AAPD] =17 e
[ABPC] = 17. Portanto, como a area do trapézio ABCD é igual a soma das areas dos trés

triangulos, entdo tem-se:

[ABCD] = [AAPB] + [AAPD] + [ABPC]
[ABCD] =17 +17 + 17
[ABCD] = 51

Exemplo 02 (OBMEP). Na figura, o paralelogramo ABCD tem éarea 40 cm?. Os pontos P, Q,
R, S séo pontos médios dos lados do paralelogramo e T esta no segmento RS. Qual é a area do
triangulo PQT?

Figura 16: Aplicacdo 02 da Propriedade 01.

D R

Q)

P

h
0y e

Fonte: Préprio Autor.
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Solucdo: (Passo 01) Primeiramente, analisa-se o paralelogramo ABCD e o quadrilatero
formado a partir de seus pontos médios. Tracando uma reta (s) passando pelos pontos S e Q,
obtemos dois triangulos de base SQ o AQRS e AQPS e aplicando novamente a propriedade
descrita acima, isto é, fazendo R e P deslocar sobre os respectivos lados CD e AB até sobrepor
C e B, obtendo dois novos tridngulos ACSQ e ABSQ que preservam a area dos triangulos
anteriores, pois como S e Q sdo pontos médios de lados opostos de um paralelogramo, entéo

(s) € paralelas aos lados CD e AB (figura abaixo).

Figura 17: Passo 01 da Aplicacdo 02, Propriedade 01.

1-3—7» —  — —)é

e

Fonte: Proprio Autor.

(Passo 02) A partir do processo construido, obtém-se uma figura triangular PRS com a mesma
area do quadrilatero PQRS da figura acima . Entdo, de maneira analoga, deslocamos o Vértice

S do APRS sobre o lado AD até sobrepor o ponto A do paralelogramo. Figura abaixo:

Figura 18: Passo 02 da Aplicagdo 02, Propriedade 01.

D R

Fonte: Prdprio Autor.
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Obtendo novamente um triangulo com a mesma &rea do anterior, pois o vértice S

percorreu um segmento paralelo a base PR, lado oposto do paralelogramo (figura abaixo).

Figura 19: Passo 03 da Aplicacdo 02, Propriedade 01.

D R

P

e
Ny e

Fonte: Proprio Autor.

Logo, pela sequéncia de passos chega-se ao paralelogramo acima, cuja RS ¢ diagonal.

Entdo, como a area de [SPRD] = [ABCD] = 40cm? tem-se o seguinte resultado:

[PQRS] = [PRS] = [Spf Dl
= [PQRS] = [Spf D]
40
[PQRS] = —
[PQRS] = 20

(Passo 03) Por outro lado, analisando somente o quadrilatero [PQRS] cuja também é um
paralelogramo, formado a partir dos pontos médios de [ABCD]. Aplicando novamente tal
propriedade, isto ¢, deslocar T sobre SR até sobrepor R que a area do triangulo ATPQ nio se

altera. Figura abaixo:
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Figura 20: Passo 04 da Aplicacdo 02, Propriedade 01.

> U
N
!
!
|

—- R

Fonte: Préprio Autor.

Portanto, chega-se a um resultado similar ao anterior, um paralelogramo em que PT é

diagonal. Veja:
Figura 21: Passo 05 da Aplicacdo 02, Propriedade 01.

S T

L

Fonte: Préprio Autor.

Como PT ¢ diagonal e sabendo que [PQTS] = [PQRS] = 20cm? valor este calculado

anteriormente. Logo, se chega ao resultado desejado a area do APTQ

iprol = n ]
20
[PTQ] = >

[PTQ] = 10cm?
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2.2.  Propriedade - 02
“Em um tridngulo, uma mediana divide sua area em partes iguais”.

Obs. A figura a esquerda abaixo € o que descreve a propriedade, ja a figura a direita € um caso

particular da mesma.

Figura 22: Relagéo de Area 02.

A

h — alturafiza h — alturafiza

AD — mediana ar=ay=a3 — S, =8,=25;

01202451232

B a; D ay C B a az ag C
Fonte: Préprio Autor.
A sua prova é relativamente simples. Veja:

Prova: E facil vé, que a altura é a mesma aos dois triangulos, ou seja, altura de AABD = h e
ADC = h também. Além disso AD é mediana, logo BD = DC e como BD = a,, DC = a,,

assim a,; = a,. Com isso tem-se;

g — a;h (2.3)
o2
g = axh (2.4).
)
Assim de (2.3) e (2.4) conlui-se,
Sl = 52 [ |

2.2.1. AplicacOes da propriedade - 02
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Exemplo 03 (Eduardo Vagner). O triangulo ABC da figura abaixo tem area igual a 30. O lado
BC esta dividido em quatro partes iguais, pelos pontos D, E e F,e o lado AC esta dividido em
trés partes iguais pelos pontos G e H. Qual é a area do triangulo GDE?

Figura 23: Aplicagéo 01 da Propriedade 02.

A

E

3 e
ol
ﬁ‘l
Qe

Fonte: Préprio Autor.
Solucao: Observe o triangulo ABC com as cevianas' BG e BH.

Figura 24: Passo 01 da Aplicacdo 01, Propriedade 02.

A

Fonte: Préprio Autor.

Pela propriedade dada os triangulos BAG, BGH € BHC tem a mesma area. Cada um tem,
portanto, area igual 10 e o triangulo BGC tem area igual a 20. Observe agora o triangulo BGC

com as cevianas GD, GE e GF.

iil Ceviana: E um segmento de reta que liga um vértice de um tridngulo a um ponto qualquer do lado oposto.
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Figura 25: Passo 02 da Aplicacdo 01, Propriedade 02.

A

Fonte: Préprio Autor.

Pela propriedade abordada, os tridngulos GBD, GDE, GEF e GFC tém a mesma area.

Logo, cada um tem area 5. Entdo,
[AGDE] = 5.

Exemplo 04: Se a area do triangulo ABC é K e o0s pontos assinalados em cada lado o dividem

em partes iguais, determine a area do triangulo sombreado em funcéo de K.

Figura 26: Aplicacdo 02 da Propriedade 02.

A

Qo
Q

E F

il
]

Fonte: Prdprio Autor.

Novamente, observando o triangulo ABC, com as cevianas AD, AE, AF e AG.
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Figura 27: Passo 01 da Aplicacéo 02, Propriedade 02.

A

E F G

tye
w)
Q)¢

Fonte: Préprio Autor.

Note, que pela propriedade que antecede, tem-se que os triangulos ABD, ADE, AEF,

AFG e AGC possuem a mesma area, isto &,

[ABD] = [ADE] = [AEF] = [AFG] = [AGC ] = g

Portanto, como [AFC] = [AFG] + [AGC ]. Entdo,

AFC] = % (2.5).

De maneira analoga, constrdi-se um outro caso para analisar a area do triangulo BCI.

figura abaixo:

Figura 28: Passo 02 da Aplicagdo 02, Propriedade 02.

A

w| X

i
)¢

Fonte: Préprio Autor.



37

Logo, ¢ facil ver pela propriedade das cevianas que:

K
[4BH] = [BIH] = [BCI] = 5 (2.6)
Mas, por outro lado pode-se construir a seguinte relacdo. Figura abaixo:
Figura 29: Passo 03 da Aplicacdo 02, Propriedade 02.
A
Fonte: Préprio Autor.
Entdo, de (2.5), (2.6) e da figura acima, tem-se:
2K
[AFC]=b+b+b+a+a= =
2K
= 3b+ 2a = ? (27)
De outra forma,
K
[BCI] =b+a+a+a+a+a=§
K
= b+ 5a= § (28)

Logo, da equagdo (2.7) e (2.8) temos que:

b_4K
~ 39°

Como a area desejada do triangulo AIP vista na figuara acima é expressa por,

4K 8K
[AIP] = b + b = 2b = [AIP] = 2(§> = [4IP] = o5
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2.3. Propriedade - 03

“Se dois triangulos tém a mesma altura, entdo a razao entre as suas areas é igual a razdo

entre as suas bases. Figuras abaixo”.

Figura 30: Relago de Area 03.

L o ® @

B ay D az C B ai

Fonte: Préprio Autor.

Prova: Para esta demonstracao, considera-se a figura abaixo:

Figura 31: Figura para Auxiliar a Demonstracao.

h — altura

i
'
'
'
|

o

@

o
2
T
Q
[ M
o ¢

Fonte: Préprio Autor.

Do AABD, obtém-se que a base BD = a, e altura h, com isso a sua area é devidamente

expressa pela relacéo:

_ a; - h (29)

Da mesma forma, quando se analisa 0 AACD, tem-se que sua base CD = a, e altura h

com isso, a sua area também pode ser calculada,
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a, - h (2.10).

Portanto, dividindo (2.9) por (2.10) respectivamente, obtém-se:

Sl_al'h 2
Sz_ 2 az'h

A aq

S, a,

2.3.1. AplicacOes da Propriedade - 03

Exemplo 05. A figura dada representa um trapezio ABCD em que AB é paralelo a CD e as
diagonais AC e BD cortam-se no ponto P. Se as areas dos triangulos AABP e ACPD medem 4

e 9cm?, respectivamente, qual a area do triangulo APCB?

Figura 32: Aplicagdo 01 da Propriedade 03.

A B

Fonte: Proprio Autor.

Solucéo: Os tridngulos AAPB e ACPD s&o semelhantes, pois o angulo APB é igual ao angulo
CPD (opostos pelo vértice) e 0 angulo ABD é igual ao &ngulo BDC (alternos e internos).

Como a razdo entre suas areas € 4/9, temos que a razdo de semelhanca entre esses

triangulos é \/4/9 = 2/3. Logo,

2
3

|| o
3l |

Por outro lado, os tridngulos ACPD e APCB tém a mesma altura em relagéo as bases DP

e PB, respectivamente. Portanto, a razio entre suas areas é igual a raz&o entre suas bases,
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[APCB] PB __ [APCB] 2

_ = .
[ACPD] ~ PD  [ACPD] 3
Como [ACPD] = 9, segue que a area do tridangulo APCB mede 6¢cm?.

Exemplo 06. Seja ABCD um quadrado de lado 1 e sejam M e N os pontos médios dos lados
BC e CD, respectivamente. Tragcando os segmentos AM, AN e NB, calcule as areas das cinco
partes em que o quadrado ficou dividido.

Figura 33: Aplicacéo 02 da Propriedade 03.

D N C
P ®

y M
A B

Fonte: Préprio Autor.
Solucdo: Vamos considerar a figura abaixo:

Figura 34: Passo 01 da Aplicagéo 2, Propriedade 03.

D N C

2a

B

Fonte: Préprio Autor.

O ponto Q é a intersecdo de AM com BN e tracamos por N a perpendicular NE a AB
que cortou AM em P. Fazendo BM = MC = 2a temos PE = ae NP = 3a. Como os triangulos
QPN e QMB séo semelhantes, se fizermos QM = 2b, teremos PQ = 3b e AP = 5b.
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Como o quadrado ABCD tem lado 1, a area do triangulo ABM é igual a 1/4. Vamos

agora calcular a razdo entre as areas dos tridngulos ABQ e ABM.

[ABQ] _ 8b _ [ABQ] 4
[ABM] ~ 10b  [ABM] 5

Logo,

4
= [ABQ] = 3

N

[ABQ] =

SIS

Assim, calculamos a area de uma das partes. A area de BMQ é a diferenca:

[BMQ] = § — 5 = [BMQ] = 5

20

e

Os triangulos ABM e BCN sao congruentes e, portanto, ttm mesma area. Logo a area
do quadrilatero MCNQ é a mesma area do triangulo ABQ. Portanto, [MCNQ] = 1/5. Como a
area do triangulo ADN = 1/4. Entdo, a area do triangulo AQN é:

[4QN] =1~ (3 +5+55+3)
QNI = 5 5 20 4

3
= [AQN] = 10

Considerando a area do quadrado igual a 100, as areas das partes podem ser vistas na

figura abaixo:

Figura 35: Passo 02 da Aplicagéo 2, Propriedade 03.

D N C

A B

Fonte: Préprio Autor.
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2.4.  Propriedade — 04

“A razdo entre as areas de dois triangulos semelhantes € igual ao quadrado da razdo de

semelhanga K.
Em outras palavras, se 0s AABC e AA'B'C’ sdo dois triangulos semelhantes tais que:

AB B_C_A_C_c_a_b_k
AB  BC AC ¢ dad b~
Entao,
[AABC] _ S _ <2

[AAB'C] S

A figura abaixo ilustra exatamente o enunciado da propriedade,

Figura 36: Relagéo de Area 04.

Fonte: Préprio Autor.

Prova: Como os triangulos ABC e A'B'C’ sdo semelhantes, entdo:

AB C

3
=

AH c a b h

- - T

A8 BC AC AW ¢ d b W

Portanto, sendo [AABC] = Se[AA'B'C'] = S’. Infere-se as seguintes relacdes:

S__C-ﬁ_a-h (2.11)
N 2 2
o B'C’ - AH _ a'l (2.12).
N 2 2
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Sendo assim, dividindo equacgdo (2.11) por (2.12), segue:

S BC H a h
_—= . — _._=K,K= KZ
Sl BICI A'H' a’ hl
S ]
ﬁ—:KZ
Sl

2.4.1. AplicacOes da propriedade - 04

Exemplo 07 (OBMEP). Na figura, as retas DE e DF s&o paralelas, respectivamente, aos lados
AC e BC do triangulo ABC. Os triangulos ADF e DBE tem areas 16 e 9, respectivamente. Qual

é a area do quadrilatero CFDE?

Figura 37: Aplicagdo 01 da Propriedade 04.

C

16

D

Fonte: Proprio Autor.

g
0 ¢

Solucéo: Pela referida propriedade podemos relacionar a [DBE] com [ADF] e 0s respectivos

lados BD com AD, ento:

[DBE] _ (BD\"
[ADF] ~ <ﬁ>

9 (BD\'
16 \AD
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(2.13).

Note, que se tem as razdes entre os lados e as areas dos triangulos ABD e ADF, sendo

assim, elevando ambos os lados de (2.13) ao quadrado, tem-se:
4B\’ _ (7)2
AD) \4

45 2— i [ABC] = 49
i) T 16 =%

Sabendo que [DBE] =9, [ADF] = 16 e [ABC] = 49. Entdo, é possivel calcular a area
desejada utilizando a seguinte relagéo:

[CFDE] = [ABC] - ([ADF]+ [DBE])
[CFDE] = 49 — (16 + 9)
= [CFDE] = 24

Exemplo 08 (OBMEP). Na figura abaixo, D, E e F sdo pontos médios dos lados do triangulo
ABC, e G, H e I séo pontos médios dos lados do tridngulo FBE. A érea do triangulo ABC é
48cm?. Qual é a area da regido destacada em amarelo?

Figura 38: Aplicagdo 02 da Propriedade 04.

C

iy ¢

A F H
Fonte: Proprio Autor.

Solucéo: Para critério de entendimento e de uma melhor visualizacdo do que descreve o

enunciado, constroi-se a figura abaixo:
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Figura 39: Passo 01 da Aplicacdo 02, Propriedade 04.

C

A F H B
Fonte: Préprio Autor.
Como os triangulos CDE e ABC sao semelhantes pelo caso (AA), entdo podemos aplicar
a devida propriedade:

[CDE] _ (CD)’
[ABCT <ﬁ>

Por outro lado, D é ponto médio de AC e [ABC] = 48cm?. Ent&o, temos:

= [CDE] = 12.

2

48

[CDE] _ (1)2 = [Cf8E] %

Novamente, relacionando os triangulos CDE e EGI pela propriedade, pois também séo

semelhantes pelo caso (4A). Além disso, CE = EB pelo fato de E ser ponto médio, mas

também I é ponto médio de EB entio,

E facil perceber que [IHB] = [EGI] = 3. Portanto, a &rea da regido destacada é

expressa pela seguinte relacéo:

[CDE] + [EGI]|+ [IHB]=12+3+3 =18
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2.5.  Propriedade - 05

“A razdo entre as areas de dois triangulos que possuem um angulo comum é razao entre

0s produtos dos lados que em cada triangulo formam esse angulo”.

S BC X BA

S’ BC' x BA'

Abaixo, estd uma representacdo geometria para esta propriedade e consequentemente a
sua demonstragéo:

Figura 40: Relagdo de Area 05.

A
"
[ABC] =S
§ [A’BC'| = §'
‘h
O .
H c

Fonte: Proprio Autor.

Prova: Considera-se os triangulos AABC e AA'BC’ da figura que possuem um angulo em

comum. Sejam S e S’ suas areas e h e h' suas alturas tracadas de A e A', respectivamente.
Entdo, tem-se:

C-h (2.14).
5= 2
Por outro lado,
BC - K (2.15).
§'= ——
2
Assim, de (2.14) e (2.15), tem-se:
i_ BC xﬁ (2.16).
S BC'"H

Mas, pela semelhanca existente entre os triangulos ABAH e ABA'H' pelo caso (4A),

obtém-se a seguinte relacdo:



a7

h BA (2.17).
h' " BA'
Portanto, substituindo (2.17) em (2.16), tem-se:
S BC -BA n
S"" BC' -BA

2.5.1. AplicacOes da propriedade — 05

Exemplo 09. Seja S a &rea do tridngulo ABC e os pontos assinalados em cada lado o dividem

em partes iguais, sendo assim, determine a area do tridngulo sombreado em funcéo de S.

Figura 41: Aplicacdo 01 da Propriedade 05.

Fonte: Préprio Autor.

Note, que pela referida propriedade € possivel calcular a area de S,, S, € S5. Veja:

S b-c 1 5 S
—_— = = - = —
S 3b-2¢ 6 176
S, 3a-c 3 S 35
S 4a-2¢ 8 27 8
S; a-2b 1 ¢ S
_—= = - = —
S 4a-3b 6 37 6
Logo,
s S
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17s

Portanto, a area desejada do triangulo NOP é expressa pela seguinte relacao:

Como S; + S, + S; = 17s/4. Entéo,
78

[NOP] =S 17 [NOP] =
Ty T T 24
Exemplo 10. O tridangulo ABC, desenhado na figura a seguir, tem area igual a 120cm?. Sendo

M o ponto médio do lado AB, N o ponto médio do lado AC e G o baricentro de ABC, calcule a

area dos triangulos BCG, BMN e BGM.

Figura 42: Aplicacdo 02 da Propriedade 05.

A

e
Q)¢

Fonte: Préprio Autor.

Solug&o: Note que BM = 1/2 - BA. Assim, aplicando a relacio de area aos referidos triangulos

MBC e ABC (os quais tem o0 angulo MBC em comum), obtém-se:
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Agora, uma vez que G € baricentro de ABC, logo é de conhecimento que CG = 2/3 -

CM. Dai, observando que os tridngulos BCG e MCB tém o angulo BCG em comum, segue
novamente que

[BCG] CG-CB 2/3-CM 2
[MBC] CM-CB (M 3

2[MBC] _2-60

B =
= [BCG] 3 3

= 40
= [BBG] = 40.

Do mesmo modo que mostramos que [MBC] = 60m?, podemos mostrar que [NBC] =

60m? e mais uma vez invocando a referida propriedade (desta vez aplicada aos tridngulos
AMN e ABC), obtem-se:

[AMN] AM-AN 1/2-BA-1/2-AC 1

11
[ABC] ~ AB-AC AB - AC T2 2 4
[ABC] 120
:[AMN]=T=T=3O

= [AMN] = 30.
Dai, tem-se que:
[BMN] = [ABC] — [NBC] — [AMN]
= [BMN] =120 - 60— 30 =30

= [BMN] = 30
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3. TEOREMA DE TALES E PROPRIEDADES DE AREAS

Neste capitulo se obtém o teorema de Tales a partir de propriedades ja conhecidas sobre
areas de tridngulos vistas anteriormente. Sem duvida, é uma abordagem bastante interessante

deste teorema.

3.1. Teorema de Tales

Teorema: (Teorema de Tales). Sejam a, b, c trés retas paralelas, num mesmo plano, e sejam
r, s duas transversais, tais que r intersecta respectivamente a, b, c em A, B, C, e s intersecta

respectivamente a, b, cem D, E e F, entdo:

AB BC AB DE

—_—~

DE _ EF BC EF

Figura 43: Teorema de Tales.

(&) F

/ \

Fonte: Préprio Autor.

3.1.1. Primeira Prova do Teorema de Tales (Via Propriedades)

A seguir sera apresentado a primeira prova para o0 Teorema de Tales de um total de 03

(trés) que sera explanada neste terceiro capitulo.

Prova 01: Para esta prova, vamos considerar a figura abaixo:
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Figura 44: Teorema de Tales, Esquema 01 da Prova 01.

Fonte: Préprio Autor.

Inicialmente traca-se, uma reta r' paralela a r, como indicado na figura. Sejam B’ e C’
as intersecdes de v’ com BE e CF, respectivamente, H o pé da altura baixada do vértice E e G

0 pé da altura baixada do vértice B'. A area do triangulo DB'E pode ser calculada de duas
maneiras;

DB’ - EH

[DB'E] = —

ou

. B’
2

S
&
o)

[DB'E] =

Das igualdades, conclui-se que DB’ - EH = DE - B'G. Como DB’ = 4B, pois sd0
correspondentes entre paralelas. Logo, tem-se;

!

oo}
o)

(3.1).

E

=l &
=

Note também, que os triangulos C'B'E e FEB' tem éreas iguais (mesma base B'E e

mesma altura pelo fato de estarem compreendido por duas retas paralelas). Logo,

B'C' -EH EF -B'G

C'B'E] = —
[ ] 5 5
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= B'C'-EH = EF - B'G.

Como B'C’' = BC, tem-se:

BC B'G (3.2).
EF  EH
Entdo, de (3.1) e (3.2) infere-se a seguinte relacéo:
AB _ BC
DE EF "

3.1.2. Segunda Prova do Teorema de Tales (Via propriedades)

Essa segunda prova alternativa para o teorema de Teles, fara uso fortemente das

propriedades (P01) e (P03) vista anteriormente.
Prova 02:_Novamente, vamos considerar as figuras abaixo:

Figura 45: Teorema de Tales, Esquema 01 da Prova 02.

T s
A D
[AEB] = &,
a S, RN c
) [BEC] = S,
,-"' E /
S It B
=7 d ! S2
F .
A b c

Fonte: Préprio Autor.

Note, que de acordo com a propriedade (P03) vista atenteriomente, tem-se “ se dois
triangulos tem as mesma altura, entad a razéo entre as suas areas é igual a razdo entre as medidas
de suas bases”. Aplicando essa propriedade aos triangulos AEB e BEC (os quais tem alturas

iguais a partir de E), obtem-se:

(3.3).
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Aplicando a propriedade (P01) na afigura a esquerda abaixo obtem-se a figura a direita
e tal propriedade garante o seguinte, “a area de um triangulo ndo se altera quando a sua base

prmanece fixa e o terceiro vertice percorre uma reta paralela a base”.

Figura 46: Teorema de Tales, Esquema 02 da Prova 02.

A D [DBE] = S,
a Sy e [EBF] =S,
B/ T E
Rt TNy Sy h S,
b d J
C — — — — F ." “a
D d F

Fonte: Préprio Autor.

Aplicado novamente a propriedade (P03) na figura a direita acima, obtém-se a relacao

seguinte:

Sz

< (3.4).
S, d

Sendo assim, pela propriedade (P01) pode-se conlcuir que S; = S; e S, = S,. Logo,

S1_ 53 (3.5).
Sy S
Portanto, de (3.3), (3.4) e (3.5) tém-se:
a_° m
b d

3.1.3. Terceira Prova do Teorema de Tales (Via Propriedades)

Essa terceira prova é uma demonstracéo alternativa para o teorema de Tales, elaborada

pelo proprio autor desta dissertacdo. Vejamos:

Prova 03: Para esta demonstracdo vamos considerar a figura abaixo e admitir que 0os segmentos

G e BH, séo ambos paralelos a s (figura abaixo).
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Figura 47: Teorema de Teles, Esquema 01 da Prova 03.

AG | s
T S
BH || s
t)ml|n
A D t
L]
a c c

Fonte: Proprio Autor.

Calculando as areas dos triangulos BAG e CBH respectivamente em funcdo de seus

angulos e de seus lados, tem-se:

acsen6 (3.6)
Sl =
2
€
bdsen6 (3.7).
SZ = 2

Dividindo menbro a menbro (3.6) por (3.7), infere-se:

S1 acsen@ 2
S, 2 bdsenf

S1 acsenf
- — = :
S,  bdsen®

Como o triangulo ABG & semelhante ao tridangulo BCH, pelo caso (AA), pois BH e
AG s&o paralelos a s (por construcdo) e como ¢t || m || n, tem-se que o angulo CHB é conguente
ao angulo BG A, além do mais, o0 angulo 6 é comum, garantindo assim tal semelhanca.

Agora, pela propriedade (P04), no qual garante que a razdo entre as areas de duas figuras

semelhantes é igaul a razdo de semelhanca ao quadrado, obtem-se o seguinte:

acsend (C)2

bdsenf - d
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4. TEOREMAS ABORDADOS E SUAS APLICACOES

Neste capitulo sera abordado trés teoremas com grande relevancia no que tange a
Geometria Plana, o teorema de Stewart que trata da relagdo entres os lados de um tridngulo e
uma ceviana dada, o teorema de Menelaus que explora a colinariedade de trés pontos no
tridngulo e por fim o teorema de Ceva, que esta estritamente ligado a concorréncia entre
cevianas em um tridngulo qualquer. Sendo assim, veremos a seguir o enunciado de tais

teoremas, as suas demonstragdes e algumas de suas aplicagdes.

4.1. O Teorema de Stewart

Matthew Stewrt (1717-1785), matematico escocés, foi aluno de Colin Machaurin na
Universidade de Endiburgo, assumindo a cadeira deste em 1747. Sua obra mais conhecida é
“Some general theorems of considerable use in the higher parts of Mathematics”.

Nessa obra, ele apresenta na preposicédo 2, a relacéo entre as medidas dos lados de um
triangulo e uma ceviana qualquer, conhecida hoje como teorema de Stewart. Entao, vejamos tal

teorema.

Teorema: (Relacdo de Stewart). Seja ABC um triangulo cujos lados AB, AC e BC medem,

respectivamente, ¢, b € a. Se D é um ponto sobre o lado BC, tal que BD = m,CD =neAD =

x, entéo
b*m+ c¢*n = a(x? + mn)

Figura 48: Relacdo de Stewart.

A

Fonte: Proprio Autor.
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Prova: Denotando ADB = 6, entfo temos ADC = 180 — 6 (figura abaixo).

Figura 49: Relacao de Stewart, Esquema 01.

A

Fonte: Préprio Autor.
Aplicando a lei dos cossenos no AABD, temos 0 seguinte:
c?=x2+ m?—2-x-m-cosf

x>+ m?— c? (4.1).
2:x-m

= cosf =

Agora, aplicando novamente a lei dos cossenos no AADC, tem-se:
b? = x?> + n? —2x-n-cos(180 — 9).
Por outro lado, usando que cos(180 — 8) = —cos8 na referida equcdo, obtemos
b? = x>+ n?+2-x-n-cosf

b2 _ x2 _ n2
= cosf = ﬁ (42)

Agora, igualando as expressdes (4.1) e (4.2) para cosf, chegamos a igualdade

x4+ m?—c? b?— x?—n?

2:-x-m 2:x-n
ou seja

n(x?+ m? — ¢?) = m? — x? — n?).
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Entéo, aplicando a distribuitiva em ambos os membros da igualdade acima e usando o

fato de que m + n = a, um pouco de algebra elementar fornece, sucessivamente,
nx? + nm? — nc? = mb? — mx? — mn?
nx? + mx? + nm? + mn? = mb? + nc?

b’m+ c’n=(m+n)x*+ (m+n)mn

m+in=a 2 2 2
— b*m+ c“n =ax*+ amn

b>m + c¢?n = a(x? + mn) m
4.1.1. AplicagGes do Teorema de Stewart

Exemplo 11. No triangulo ABC conhecem-se as medidas dos lados a, b e c. Determine as

medidas das trés bissetrizes S,, S;, € S, na figura abaixo.

Figura 50: Relacdo de Stewart, Aplicacdo O1.

A

Fonte: Préprio Autor.

Solucéo: Temos que x + y = a e S, (bissetriz), entdo tem-se:

ab

xX_Y_xty_x_Y a _x_Y “b+c
b_c:>b+c_b_c:b+c_b_c:> _ ac
Y b+c

Considerando a relacdo de Stewart no AABC

b’y +c*x—st-a=x-y-a.
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Substituindo x e y pelos valores calculados acima, vem:

ac 5 ab 5 ab ac
. +C . —Sa-az .
b+a b+c b+c b+c

-a (simplificando a)

= b%c(b + c¢) + bc?(b + ¢) — bca? = s2(b + ¢)?
= (b +¢)%s2 = bc[b(b+c) + c(b + ¢) — a?]
= (b + ¢)?s2 = bc[(b + ¢) — a?]
= (b+c)?s2=bcb+a+c) (b+c—a).

Como(b+a+c)=2pe(b+c—a)=2(p—c),logotem-se:

2
Sq = b C,/bcp(p —a).

Analogamente, sdo constridos os outros resultados para a bissetrisz de s, e s..

Exemplo 12. A figura mostra quatro circunferéncias tangentes entre si de centros C, D, E e O.

Calcule o raio da circunferéncia de centro E, sabendo-se que o raio da circunferéncia de centro

D é 1cm e o raio da circunferéncia de centro C € igual a 2cm. Aléem disso C, D e O pertencente

ao didmetro da circunferéncia maior.

Figura 51: Relacéo de Stewart, Aplicacdo 02.

Fonte: Préprio Autor.
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Solucgéo: Considerando o raio da circunferéncia de centro E igual a r, temos que CO = 1cm,
OD =2cm,CD =3cm,DE=1+4+r,CE=2+reOF =3 —r. Veja

Figura 52: Passo 01 da Relacdo de Stewart, Aplicagdo 02.

Fonte: Préprio Autor.

Aplicando o Teorema de Stewart no ACED, obtem-se:
r+1)2-14+@+2?22-3-7r)2-3=3-2-1
24+ 2r+1+8+8r+2r2—27+18r—-3r2 =6

28r = 24
6
"=y

4.2. O Teorema de Menelaus

Menelaus de Alexandria foi um astronomo e gedmetro nascido em Alexandria, Egito,
por volta do ano 80. Segundo historiadores gregos e arabes sabe-se que ele escreveu uma
colecao de seis livros sobre cordas no circulo, um livro intitulado Elementos da Geometria e
uma série de trabalhos em geometria e astronomia, todos perdidos.

Menelaus deu continuidade nos trabalhos de Hiparco em trigonometria e demostrou o
importante teorema, que leva o seu nome. “Teorema de Menelaus” pois, 0 memo era um grande

defensor de geometria classica e sobre sua vida pouco se sabe ou se conhece.
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O teorema de Menelaus foi esquecido por mais de 15 séculos, sendo descoberto por

Giovanni Ceva no ano de 1678.

Teorema: (Menelaus). Seja AABC um triangulo qualquer e » uma transversal que intersecta

AC no ponto E, AB no ponto F e a reta suporte de BC, no ponto D, entéo

Sua representacdo geometrica,

Figura 53: Relacéo de Menelaus.

A

Fonte: Préprio Autor.

Prova: Inicialmente, vamos supor que os pontos F, E e D sao colineares, com F e E situados
sobre os lados AB e AC, respectivamente, e D situado sobre o prolongamento do lado BC. Agora
tracando uma reta ¢ || s passando por B, marcamos o seu ponto P de interseccdo com AC e

concluimos que ADEC ~ ABPC e AAFE ~ AABP (veja a figura a seguir).
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Figura 54: Relagéo de Menelaus, Esquema O1.

A

Fonte: Préprio Autor.

Pelo caso (AA) tem-se, que 0 ADEC ~ABPC = CP/CE = BC/CD. Mas, como CP =
PE — CEeBC = BD — CD tem-se:

CP BC PE—-CE BD-CD
_— _ = — = —
CE CD CE CD

PE CE_BD CD

::_: —_ =
CE CE CD (€D

PE BD
1: :—1

= =
CE CD

PE  BD
) == —
CE CD

__ BD (4.3)

Por outro lado, de AAFE ~ AABP, obtem-se que AB/AF = AP /AE. Entdo, de forma

analoga aos calculos acima, tem-se

AB AP AF + BF AE + PE
AF E AF AE
PE
=1+ ==1+ =
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__  BF (4.4).

Agora, igualando as duas expressdes encontradas para PE nas equacgdes

(4.3) e (4.4) , constrai-se:

BD __ BF __
" E = =" AE
CD AF
ou, 0 que é 0 mesmo,
AF BD CE _q
BF CD A4E (4.5).

(<) Sejam F e E pontos situados sobre os lados AB e AC, respectivamente, e D um ponto

situado sobre o prolongamento do lado BC, e suponha que:

AF BD CE _

Seja F' o ponto de interse¢éo das retas ED e 4B (figura abaixo).

Figura 55: Relacdo de Menelaus, Esquema 02.

A

Fonte: Préprio Autor.
Pela parte que ja foi provada (4.5), tem-se:

iF BD CE (46)
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Comparando as duas relacfes (4.5) e (4.6), conclui-se que

AF  AF'

BF  BF"

Por sua vez, isso é 0 mesmo que

4B - BF _ AB— BF

BF BF'
ou, ainda,

AB |- AB

BF - BF'

Entdo, AB/BF = AB/BF’, logo, BF = BF’. Mas, como F e F' estdo situados sobre o

lado AB, isso acarreta que F = F'. Portanto, F', E e D séo colineares.
4.2.1. Relagda de Menelaus, Uma Possivel Construcao

Abaixo, tem-se uma representacdo da construcao da relagdo do teorema de Menelaus,

partindo do Ponto A no sentido ante-horario.

Figura 56: Relacdo de Meneluas, Possivel Caminho.

Fonte: Préprio Autor.
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4.2.2. Aplicagdes do Teorema de Menelaus

Exemplo 13. Sejam ABC umtriangulo e D e E pontos sobre os lados BC e AB, respectivamente,
tais que AE/BE = 1/3 e CD/BE = 1/2. Denotemos por F 0 ponto de interseco de cevianas

AD e CE. Calcule o valor da soma
EF AF
f— + pr—
CF DF

Solucéo: Primeiramente, considera-se a figuar abaixo:

Figura 57: Relacdo de Menelaus, aplicacdo 01.

B

Fonte: Préprio Autor.

Iniciemos observando que

também,

Agora, aplicando o teorema de Menelaus ao triangulo CBE (considerando a

colinearidade dos pontos A, F e D), obtem-se,
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Figura 58: Passo 01 da Relacdo de Menelaus, Aplicacéo 01.

B

Fonte: Préprio Autor.

ou, 0 que é 0 mesmo,

N| =
-~

|

Il
[N

De modo inteiramente analago, também é possivel aplicar o teorema de Menelaus ao

triangulo ABC (considerando os pontos colineares C, F e E).
Figura 59: Passo 02 da Relagdo de Menelaus, Aplicagéo 01.

B

Fonte: Préprio Autor.
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Assim fazendo, obtem-se:

0 que acarreta

wW| =
w
Il
—_

Portanto,

ﬁ+ﬁ_1+1_3
CF DF 2 )

EF AF 3
= = + _ = =
CF DF 2
Exemplo 14 (OBM). No tridngulo AABC, D é ponto médio de AB e E ponto sobre o lado BC
tal que BE = 2 - EC. Sabendo que ADB = BAE, calcule o valor de BAC.

Solucéo: Consideremos a figura abaixo:

Figura 60:Relacéo de Meneluas Aplicacédo 02.

B

Fonte: Préprio Autor.

Por construgdo, traga-se as cevianas AE e CD e seja 0 ponto P de intersecdo desses

segmentos. Seja @ um angulo tal que a = ADC = BAE © a = ADP = BAP, Como a =
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ADP = DAP, entdo o triangulo AADP é isosceles com AP = DP. Aplicando o Teorema de
Menelaus, ao tridangulo ABCD, uma vez que 0s pontos A, P e E séo colineares, constrdi-se a

seguinte relag&o:

EB PC AD_1
EC PD AB
PC 1
ﬁ—':'—=1
1 PD
— PC = PD,

e, consequentimente, AP = PC. Agorasejaa = DAP = ADP e 8 = CAP = ACP. Observe que

no triangulo ACD a soma dos angulos internos sera:
(a+p)+p+a=180"= 2a+ 2 =180° = a + p =90°

Como BAC = a + f8 ento, tem-se BAC = 90°.

4.3. O Teorema de Ceva

O matematico, fisico, gebmetro e engenheiro Geovane Ceva, nascido em (1648) na
cidade de Mildo, se destacou quando truxe a evidencia o Teorema de Menelaus esquecido por
cerca de 1500 anos dando uma definicdo mais ampla e mostrando mais aplicacdes do teorema.

Em sua obra nomeado de “De Lineis Réctis” publicado em 1678, a qual apresentou o
importante teorema que estabelece uma condicdo para para que tés sevianas de um triangulo
tenham um ponto em comum. Tal teorema e conhecido hoje como Teorema de Ceva, home este
que foi atribuido a sua hemenagem.

Portanto, o Teorema de Ceva relaciona os 6 (seis) segmentos formados pelos pontos
gerados pelas tais cevianas. Este teorema é muito podero, pois possui a elegancia de resolver

varios exercicios que poderiam ter solucdes bastantes complicadas sem o0 seu uso.

Teorema: (Ceva). Seja AABC umtriangulo qualquer e sejam M, N e K respectivamente, pontos
sobre os lados AB, BC e AC. As cevianas AN, BK e CM intersectam em um ponto P se, e

somente se,
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Figura 61: Relagéo de Ceva.

A
M‘ K
B N

C
Fonte: Préprio Autor.
(13 X 1 X B_ C_K m 2
Prova: (=) “Se AN, BK e CM sdo cevianas concorentes, entdo = = =1

Considera-se a figura acima. Definindo [ABC] =S, [PBC]= S;, [PCA]= S, e
[PAB] = S;. Pela propriedade P(03) temos que:

BN _[ABN] _ [BPN] _[ABN]— [BPN] _ [PAB] _ S,

CN [ACN] [CNP] [ACN]- [CNP] [PcA] S,

BN S, 4.7).
= === —
CN S,
De maneira analoga, se obtem:
CK S, (4.8)
KA S
aM s,
MBS, (4.9).

BN CK AM _S; S; S, _ )
CN KA MB S, S3 S
BN CK AM (4.10)

:: fr— prm—
CN KA MB
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“ . B CK AM ~ ~ . ’
(&) “Reciprocamente, se¢ — - — - 5 = 1 entdao AN, BK e CM sao cevianas concorrentes”.

Sejam M, N e K pontos sobre os lados AB, BC e AC tais que i;z . % . % =1, mas AN, BK

e CM ndo sdo concorrentes. Entdo, seja M’ um ponto sobre AB tal que AN, BK e CM’ sejam

cevianas concorrentes em P (figura abaixo).

Figura 62: Relacdo de Ceva, Esquema 01.

A

N

u e
Q

Fonte: Proprio Autor.
Assim, pela parte que ja foi provada anteriomente, tem-se:

BN CK AM’ (4.11).

Se
=
R
>
S
<
ou}
=
X
=
S
<
e
e
<
[

= = = @M:MI

O
Z
S
<
o]
O
pd
S
<
Y
s
<
o]

4.3.1. Aplicacdes do Teorema de Ceva

Exemplo 15. Prove que as alturas de um tridngulo sdo concorrentes em um ponto que se chama

ortocentro.
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Figura 63: Relacgdo de Ceva, Aplicacdo 01.

A

Fonte: Préprio Autor.

Prova: Sejam AE, BF e CD AS as alturas do AABC. E facil notar que AABF~AACD,
AABE~ABCD e AACF~AACE. Logo:

AD _4F (4.12)
AC AB
BD BE (4.13)
BC AB
CE _CF (4.14)
AC BC
Dividindo a equagéo (4.12) pela equacdo (4.13), tem-se:
AD BC 4F 4B
AC BD AB BE
(4.15)

U
SIS
3 3

I
33
= =

Multiplicando as equagdes (4.13) e (4.14), infere-se também:

|| SO
3 g
SE
SE
SE
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BE AB BD (4.16).
CE CF AC
Agora, dividindo a equacéo (4.14) pela equg¢do (4.12),tem-se
CE AC CF AB
AC AD BC AF
CF _BC CE (4.17)
AF  AB AD

BD CE AF BC BE CF AC AB AD

Fazendo algumas manipulac6es algébricas, chega-se ao seginte resultado:

AD BE CF\'_,
BD CE AF)

AD BE CF

BD CE AF

Portanto, tal resultado embasado pelo teorema de Ceva, garante que as alturas se

encontram em um determinado ponto o qual € denominado de ortocentro.

Exemplo 16. Seja ABCDEF um hexagono convexo tal que cada uma das diagonais AD, BE e

CF dividem o hexagono em duas regies de mesma area. Prove que AD,BE, CF séo

concorrentes.

Figura 64: Relacdo de Ceva, Aplicacdo 02.

A

D

Fonte: Proprio Autor.
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Solucéo: Como para aplicar o teorema de Ceva precisa-se de um triangulo, entdo é necessario

nesse primeiro momento considerar a figura abaixo:

Figura 65: Passo 01 da Relacdo de Ceva, Aplicacdo 02.

Fonte: Préprio Autor.

Em particular a figura seguinte:
Figura 66: Passo 02 da Relacdo de Ceva, Aplicacdo 02.

A

D

Fonte: Préprio Autor.

Vamos considerar [ABCDEF] = 2K. Agora, note que pela propriedade 03 vista
anteriomente “Se dois tridngulos tém a mesma altura, entdo a raz&o entre as suas areas € igual

a razao entre as suas bases”. Temos que:

EX [EXD] [AXE] _ [EXD]+ [AXE]

XC [XDC] [AXC] [XDC]+ [AXC]
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Como [ADE] = [EXD] + [AXE] e [ADC] = [XDC] + [AXC]. Entdo, tem-se:

EX [ADE]

XC [ADCY

Mas, [ADE]| = [ADEF] — [AEF] e como [ADEF] = [ABCDEF]/2 que por sua vez

[ABCDEF] = 2K, logo [ADE] = K — [AEF]. Da mesma forma [ADC] = K — [ABF]. Entéo,
tém-se:

EX K —[AEF]
XC K - [ABF] (4.18).

De maneira anéloga, se estabelece as outras relacdes,

CY K —[CDE]

YA~ K — [AFE] (4.19)

AZ K —[ABC]

7E K — [EDC] (4.20).

Contudo, multiplicando membro a membro (4.18),(4.19) e (4.20), infere-se o
seguinte:

EX CY AZ K —[AEF] K—[CDE] K — [ABC]

XC YA ZE K- [ABF] K — [AFE] K — [EDC]

EX CY AZ
= — 0 — =
XC YA ZE u
Portanto, pelo teorema de Ceva tal relacdo acima garante que AD, BE e CF séo

concorrentes em um determinado ponto.
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5. CONSIDERACOES FINAIS

O presente trabalho, teve como objetivo principal apresentar certas propriedades basicas
e alguns teoremas da geometria plana que no contexto olimpico sdo muito importante para
solucionar determinados problemas que suas aplicacBes seriam a melhor saida. Mas, que
também pudesse servir como um importante material de apoio a professores e alunos na
disciplina de Geometria Plana.

Buscou-se apresentar também um material que pudesse manter um certo rigor
matematico, mas que também fosse acessivel a alunos de ensino médio e aos alunos do ensino
fundamental maior em especifico aos anos finais. Sendo assim, tal trabalho foi pensado de
forma que sua estrutura obedecesse uma sequéncia didatica, isto €, nas atividades propostas
procurou-se mesclar questdes mais simples com questfes que exigem um pouco mais de
raciocinio por parte de quem as interessar.

E de se destacar também neste trabalho a aplicacdo das propriedades abordadas, pois
com conceitos bastantes simples e sem fazer muitos calculos, em alguns casos nem os célculos
eram necessarios para obter a solugdo de alguns problemas, fato estes apresentados no capitulo
2 desta dissertacdo, no qual foram resolvidos problemas da OBMEP apenas manipulando as
figuras segundo a definicdo das mesmas.

Ja o capitulo 3, trouxe um certo aprofundamento, isto €, fez uma exploracdo do teorema
de Tales novamente por meio das propriedades, trazendo consigo também uma nova
demonstracdo alternativa para o referido teorema que sem dudvida fornece ai mais uma
ferramenta de apoio para os discentes e docentes quando estes precisarem provar a relacédo de
Tales.

Contudo, espera-se que tal material possa ajudar muitos alunos e professores, sobretudo
aqueles que possuem certas aptiddes por competicdes olimpicas, sendo elas municipal,
regional, estadual, nacionais e internacionais. Por fim, este trabalho pdde mostrar a forca que
tais propriedades e teoremas tém, e o0 quanto é importante conhecé-los e saber usa-los quando

necessario.
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